ОДНО УРАВНЕНИЕ С АРККОСИНУСАМИ

Решим уравнение 
[image: image33.png]



Решение. Возьмём косинус обеих частей, учтём область определения арккосинуса:
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[image: image1.wmf]2arccos3arccos.
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Взятие косинуса является переходом к следствию в силу немонотонности косинуса, поэтому необходима проверка найденных решений. Число –1 является корнем исходного уравнения, поскольку обращает обе части уравнения в 2π. Проверим второй корень.
Обозначим 
[image: image4.wmf]517
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[image: image6.wmf]3arccos
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 и изобразим на тригонометрической окружности углы α, β и γ (см. рис.). Косинусы углов β и γ равны, но сами углы лежат в разных четвертях. Таким образом, α — посторонний корень, и решением уравнения является только число –1.

Укажем теперь условия равносильного преобразования при взятии косинусов. В силу определения арккосинуса множеством значений левой части является отрезок 
[image: image7.wmf][0;2],

p

а правой — отрезок 
[image: image8.wmf][0;3],

p

 поэтому общая часть — отрезок 
[image: image9.wmf][0;2].
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Найдём, при каких значениях переменной множества значений каждой из частей уравнения совпадают с их пересечением:
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Множества значений левой и правой частей пересекаются на всей естественной области определения уравнений. На найденном пересечении рассмотрим промежутки монотонности косинуса: отрезок 
[image: image11.wmf][0;]

p

 и полуинтервал 
[image: image12.wmf](;2].
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На отрезке 
[image: image13.wmf][0;]:
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Этому условию не удовлетворяет ни один из корней уравнения 
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На полуинтервале 
[image: image16.wmf](;2]:
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Из корней уравнения 
[image: image18.wmf]32
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 этому условию удовлетворяет число –1.
Иными словами, заметив, что части уравнения могут быть равны только в том случае, когда обе они принимают значение из отрезка 
[image: image19.wmf][0;2],

p

 решение уравнения методом равносильных преобразования можно записать в следующем виде:
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Внимательный читатель мог бы заинтересоваться, зачем в ходе решения мы выясняли, при каких значениях переменной множества значений каждой из частей уравнения совпадают с их пересечением: это ничем не помогло решению. Действительно, для решения данного уравнения этот шаг лишний, в окончательной записи выше мы его опустили. Однако иногда такая проверка полезна. Покажем это на примере следующей задачи.

Решим уравнение 
[image: image23.wmf]2
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Решение. Левая часть уравнения принимает значения из отрезка 
[image: image24.wmf][0;],

p

 а значит, на множестве корней уравнения правая часть также неотрицательна. Следовательно, 
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 а потому 


[image: image26.wmf]2

arcsin20;.

33

x

p

éù

Î

êú

ëû


Итак, множества значений левой и правой частей пересекаются по отрезку 
[image: image27.wmf]0;.
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Найдём, при каких значениях переменной множества значений каждой из частей уравнения совпадают с их пересечением:
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Тем самым единственным возможным решением уравнения является число 
[image: image29.wmf]1
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 Подставим найденную величину в исходное уравнение, получим верное равенство: 
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 Следовательно, число 
[image: image32.wmf]1
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 — решение. Отметим ещё раз, что мы решили уравнение, не проводя с ним преобразований. Другие способы решения этого уравнения приведены на странице https://algebra-urok.sdamgia.ru/problem?id=3009 
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